Bakalarské zkousky (priklady otazek z matematiky)

léto 2020

1 Plocha (3 body)
Necht f(z) = ze® a g(z) = —xze™®. Spo¢téte obsah rovinného utvaru

U={(z,y) eR* |y > f(z),y > g(z),y <e} .
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2 Taylortiv polynom (3 body)

1. Necht f(x) je funkce, kterda méa v bodé b € R derivace vSech fadd. Napiste vzorec pro Taylorav polynom fadu n > 1
funkece f(x) se stfedem v bodé b. Oznacime-li tento polynom T'(x), co lze Fici o hodnoté limity
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2. Necht k je pfirozené ¢islo. ¢emu se rovna Taylortv polynom fadu 2 funkce f(x) = cos(kz) se stfedem v nule?
3. S vyuzitim pfedchozich odpovédi, nebo i jakkoliv jinak, spocitejte hodnotu
1 — cos(z) cos(2x) cos(3x)
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3 Maticové prostory (3 body)

Uvazujme matici
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1. Najdéte vSechny vektory x € R? takové, které nalezi do fadkového prostoru matice A a zéroven Fesi soustavu Az = 0.

2. Ukaite, Ze kazdy vektor x € R? se da vyjadiit jako soudet vektoru z Ker(A) (jadro matice) a vektoru z R(A) (fadkovy
prostor matice).

4 Diagonalizace (3 body)
Uvazujme redlnou matici s parametrem p
_(1
a=(h n)
1. Najdéte (alespon jednu) hodnotu p € R takovou, aby matice A byla diagonalizovatelna (v teorii vlastnich ¢isel).

2. Najdéte hodnotu p € R takovou, aby matice A nebyla diagonalizovatelna (v teorii vlastnich ¢isel).

5 Projekce (3 body)

1. Definujete (ortogonalni) projekei vektoru na podprostor.

2. Necht U,V jsou navzajem ortogonalni podprostory néjakého vektorového prostoru (tj. Yu € U,Vv € V : v L v). Bud
A matice projekce na prostor U a B matice projekce na prostor V. Ukazte, Ze A + B je matici projekce a zjistéte, na
jaky prostor projektuje.

6 Relace (3 body)

Urcete, zda je nasledujici relace (X, *) reflexivni, symetricka, antisymetricka a tranzitivni. Jde-li o ekvivalenci, uréete pocet
t¥id ekvivalence; jde-li o ¢aste¢né usporadani, urcete velikost nejvétsiho antifetézce.

X ={1,...,10}% (a,b) * (¢,d) < (3\(a — ¢) A bd > max{b, d})

7 2-souvislé grafy (3 body)

Zformulujte ,,usaté lemma“ o struktufe vrcholové 2-souvislych grafi.

Ukazte, ze hrany kazdého vrcholové 2-souvislého grafu lze obarvit dvémi barvami, ¢ervenou a modrou tak, Ze mezi kazdymi
dvéma vrcholy existuje cesta s alespon jednou modrou hranou a také jina cesta s alespon jednou ¢ervenou hranou.

8 Stfedni hodnota (3 body)

1. Definujte pojem “stfedni hodnota realné nahodné veli¢iny na (kone¢ném) pravdépodobnostnim prostoru”.

2. Urcete stfedni hodnotu poc¢tu dvojic po sobé nasledujicich stejnych vysledkt v posloupnosti n hodi spravedlivou minci.
(Napf. v posloupnosti RRLLL jsou takové dvojice 3.)

9 Logika (3 body)
1. Uvedte definici, kdy je teorie T jazyka L kompletni (pro vyrokovou logiku).

2. Naleznéte CNF reprezentaci 3-bitové parity. Presnéji, naleznéte formuli ¢ v konjunktivné normélnim tvaru, které je
ekvivalentni formuli
r1 ® 22 © 3,

kde & je (asociativni) spojka XOR (vylu¢né nebo).
3. Urcete, nad jakymi jazyky je teorie {¢} kompletni. Uved'te zduvodnéni.
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